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Popovici [4] は集合値写像の準凸性を体系的に分類し、Crouzeix の特徴付けが成立する範囲を明確にした。




定義1.1. Y を線形空間、  C\subset Y を空ではない凸錐とする。このとき、任意の集合  A,  B\subset Y に対して、
項関係  \leq^{l}c を次のように定義する。
 A\leq^{l}c^{B}\Leftrightarrow^{def}A+C\supset B.
定義1.2. X を線形位相空間とする。このとき、集合値写像  F : X  arrow 2^{Y} が任意の  x_{0},   x_{1}\in domF と
 t\in(0,1) に対して,
 F((1-t)x_{0}+tx_{1})\leq^{l}c(1-t)F(x_{0})+tF(x_{1})
をみたすとき、  F は  l 型凸という。また、1型凸のクラスを  \mathcal{C}_{l} で表す。
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集合値写像の準凸は様々な研究者によって別々に定義されており、実数値関数の拡張概念として9種類が
ある。それらは瀬戸、黒岩、Popovici [4] によって体系的に5種類の  l 型準凸性に分類された。本講究録で
は、それらをリナンバーしたもので紹介する。
定義1.3. 集合値写像  F:Xarrow 2^{Y} が
. 任意の  x_{0},   x_{1}\in domF と  t\in(0,1) に対して、
 F((1-t)x_{0}+tx_{1})\leq^{l}c^{F(x_{0})} or  F((1-t)x_{0}+tx_{1})\leq^{l}c^{F(x_{1})}
をみたすとき、  F はl1型準凸という。また、11型準凸のクラスを  \mathcal{Q}_{n} で表す。
. 任意の  x_{0},   x_{1}\in domF と  t\in(0,1) に対して、ある実数  \lambda\in[0,1] が存在して、
 F((1-t)x_{0}+tx_{1})\leq^{l}c(1-\lambda)F(x_{0})+\lambda F(x_{1})
をみたすとき、  F はí2型準凸という。12型準凸のクラスを  \mathcal{Q}_{l2} で表す。
. 任意の凸集合  A\in 2^{Y} に対して、
 \{x\in domF  |F(x)+A\leq^{\iota}c\{0\}\}
が凸集合になるとき、  F は  l3 型準凸という。13型準凸のクラスを  \mathcal{Q}_{l3} で表す。
. 任意の  y\in Y に対して、
 \{x\in domF  |F(x)\leq^{\iota}c\{y\}\}
が凸集合になるとき、  F は14型準凸という。  l4 型準凸のクラスを  \mathcal{Q}_{l4} で表す。
. 任意の  x_{0},   x_{1}\in domF と  t\in(0,1) に対して、
 F(x_{0})\leq^{l}c^{F(x_{1})}\Rightarrow F((1-t)x_{0}+tx_{1})\leq^{l}c^{F(x_{1})
}.
をみたすとき、  F はl5型準凸という。15型準凸のクラスを  \mathcal{Q}あで表す。
瀬戸、黒岩、Popovici はこれらの準凸性について以下の関係を示すことで体系的に分類した。
命題1.4. [4]
 \mathcal{Q}_{l1}\subset \mathcal{Q}_{12}\subset \mathcal{Q}_{l3}\subset 
\mathcal{Q}_{l4}\subset \mathcal{Q}_{15}.
次に Crouzeix の特徴付けに必要な集合値写像のアフィンについて紹介する。
定義1.5. 集合値写像  F :  Xarrow 2^{Y} が任意の xo,   x_{1}\in domF と  t\in(0,1) に対して、
 F((1-t)x_{0}+tx_{1})=(1-t)F(x_{0})+tF(x_{1}) .
をみたすとき、  F はアフィンという。また、アフィンのクラスを  \mathcal{A} で表す。
集合値写像の Crouzeix の特徴付けは、Crespi、黒岩、Rocca によって l2型準凸について与えられた  [3]_{0}
瀬戸、黒岩、Popovici は、体系的に分類した準凸性について Crouzeix の特徴付けが成り立つ範囲を明確に
した。
定理1.6. [4] 任意の   x\in domF に対して、  F(x)+C が閉凸かつ  F(x) が有界ならば、以下は同値。
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 1^{\circ}F\in \mathcal{C}_{l}
 2^{o} 任意の  G\in \mathcal{A} に対して、  F+G\in \mathcal{Q}_{12}
 3^{\circ} 任意の  G\in \mathcal{A} に対して、  F+G\in \mathcal{Q}_{l3}
 4^{o} 任意の  G\in \mathcal{A} に対して、  F+G\in \mathcal{Q}_{l4}




定義2.1. [1] 線形位相空間 Xの部分集合  S が弧状連結集合であるとは、任意の  x_{0},  x_{1}\in S に対して、あ
る連続写像  H_{x_{0},x_{1}} :  [0,1]arrow S が存在して、
 H_{xo,x_{1}}(0)=x_{0} and  H_{x_{0},x{\imath}}(1)=x_{1}
が成立するときをいい、  H_{x_{0},x} , を弧と呼ぶ。
一般的に、  S が弧状連結の場合、弧のとり方は一意には定まらない。
例2.2.  [0,1]^{2} の境界 bd  [0,1]^{2} は弧状連結であり、弧のとり方は一意には定まらない。例えば、  \psi :  [0,4 )  arrow
 bd[0,1]^{2} を
 \psi(t)=\{\begin{array}{ll}
(t, 0)   t\in[0,1)
(1, 1-t)   t\in[1,2)
(3-t, 1)   t\in[2,3)
(0,4-t)   t\in[3,4)
\end{array}
とし、任意の  x_{0},   x_{1}\in domF に対して、  H_{x_{0},x_{{\imath}}} :  [0,1]arrow S を  H_{x_{0},x_{1}}(t)=\psi((1-t)\psi^{-1}(x_{0})+t\psi^{-1}(x_{1}))
と定義すれば  H_{x_{0},x_{1}} は弧であり、また、  \psi' :  [0,4 )  arrow bd[0,1]^{2} を
 \psi'(t)=\{\begin{array}{ll}
(1, t)   t\in[0,1)
(t, 1)   t\in[1,2)
(0,3-t)   t\in[2,3)
(t-3,0)   t\in[3,4)
\end{array}
とし、任意の  x_{0},   x_{1}\in domF に対して、  H_{x_{0},x_{1}}' :  [0,1]arrow S を  H_{xo,x}'.(t)=\psi'((1-t)\psi^{\prime-1}(x_{0})+t\psi^{l-1}(x_{1}))
と定義すれば、  H_{x_{0},x_{1}}' は弧となることがわかる。
定義2.3.  Y を線形位相空間、  S\subset X を弧状連結集合とする。このとき、集合値写像  F:Sarrow 2^{Y} が任意
の  x_{0},  x_{1}\in S に対して、ある集合値写像  H_{x0,x_{1}} :  [0,1]arrow S が存在して、任意の  t\in(0,1) に対して、
 F(H_{x0,x_{1}}(t))\leq^{l}c(1-t)F(x_{0})+tF(x_{1})
をみたすとき、  F は弧状連結  l 型凸という。また、弧状連結1型凸のクラスを  C_{l}^{a} で表す。
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一般的に、集合値写像が  l 型凸ならば、弧状連結1型凸である。実際に、弧  H_{x_{0},x_{1}} を  H_{x_{0},x_{1}}(t)=(1-
 t)x_{0}+tx_{1} とすればよい。また、2つの1型凸写像の和は  l 型凸であるが、弧状連結  l 型凸の場合、2つの
写像が同じ弧のもとで弧状連結  l 型凸である仮定が必要になる。2つ写像が同じ弧をもつ考え方は、[2] にお
いても集合値写像の方向微分の和を考える際にも現れている。
命題2.4. 集合値写像  F,  G :  Sarrow 2^{Y} が共通の弧  H_{x_{0,1}}.(x_{0}, x_{1}\in S) に対する弧状連結1型凸とする。この
とき、  F+G は弧状連結1型凸になる。
異なる弧上で弧状連結1型凸な2つの集合値写像の和がまた弧状連結  l 型凸になるとは限らない。このこ
とを次の例を通して確認する。
例2.5. 例2.2において、集合値写像  F :bd  [0,1]^{2}arrow 2^{Y} を
 F(x, y)=\{\psi^{-1}(x, y)\}
と定める。このとき、  F は弧状連結1型凸であることがわかる。実際に弧を  H_{x_{0},x_{1}}(t)=\psi((1-t)\psi^{-1}(x_{0})+
 t\psi^{-1} (xĨ)  ) ととればよい。また、集合値写像  G :bd  [0,1]^{2}arrow 2^{Y} を
 G(x, y)=\{\psi^{\prime-1}(x, y)\}
と定める。このとき、  G も弧状連結  l 型凸である。弧は  H_{x_{0},x_{1}}'=\psi'  ((1 - t)\psi^{\prime-1}(x_{0})+t\psi^{-1}(x_{1})) ととれ
ばよい。さらに  G(x, y)=F(1-y, x) であることもわかる。ここで  F+G を考える。このとき、  F 、  G 、






定義2.6. 弧状連結部分集合を  S\subset X とする。集合値写像  F:Sarrow 2^{Y} が
. 任意の  x_{0},   x_{1}\in domF に対して、ある弧  H_{x_{0},x_{1}} :  [0,1]arrow S が存在して、任意の  t\in(0,1) に対して、
 F(H_{x_{0},x}.(t))\leq^{l}cF(x_{0}) or  F(H_{x_{0},x}1(t))\leq^{l}cF(x_{1})
をみたすとき、  F は弧状連結  l1 型準凸という。また、弧状連結  l1 型準凸のクラスを  \mathcal{Q}_{l1}^{a} で表す。
. 任意の  x_{0},   x_{1}\in domF に対して、ある弧  H_{x_{0},x_{1}} :  [0,1]arrow S と  \lambda\in[0,1] が存在して、任意の  t\in(0,1)
に対して、
 F(H_{x_{0},x}.(t))\leq^{l}c(1-\lambda)F(x_{0})+\lambda F(x_{1})
をみたすとき、  F は弧状連結 l2型準凸という。また、弧状連結 l2型準凸のクラスを  \mathcal{Q}_{l2}^{a} で表す。
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. 任意の凸集合  A\subset Y に対して、
 \{x\in domF  |F(x)+A\leq^{l}c\{0\}\}
が弧状連結集合であるとき、  F は弧状連結13型準凸という。また、弧状連結13型準凸のクラスを  \mathcal{Q}_{l3}^{a}
で表す。
. 任意の  y\in Y に対して、
 \{x\in domF  |F(x)\leq^{l}c\{y\}\}
が弧状連結集合であるとき、  F は弧状連結  l4型準凸という。また、弧状連結14型準凸のクラスを  \mathcal{Q}_{l4}^{a}
で表す。
. 任意の   x_{0_{j}}x_{1}\in domF に対して、ある弧  H_{x_{0},x_{1}} :  [0,1]arrow S が存在して、任意の  t\in(0,1) に対して、
 F(x_{0})\leq^{l}cF(x_{1})\Rightarrow F (  H_{x_{0},x}、(  t))  \leq^{l}cF(x_{1})
をみたすとき、  F は弧状連結15型準凸という。また、弧状連結  l5 型準凸のクラスを  \mathcal{Q}_{l5}^{a} で表す。
集合値写像の  l 型準凸性と同様に、弧状連結1型準凸性に関しても以下の関係が成り立つ。
命題2.7. [5]
 \mathcal{Q}_{l1}^{a}\subset \mathcal{Q}_{l2}^{a}\subset \mathcal{Q}_{l3}^{a}
\subset \mathcal{Q}_{l4}^{a}\subset \mathcal{Q}_{l5}^{a}.
定義2.8. 弧状連結部分集合を  S\subset X とする。集合値写像  F :  Sarrow 2^{Y} が任意の  x_{0},   x_{1}\in domF に対して、
ある弧  H_{x_{0},x_{1}} :  [0,1]arrow S が存在して、任意の  t\in(0,1) に対して、
 F(H_{x0,x_{1}}(t))=(1-t)F(x_{0})+tF(x_{1})
をみたすとき、  F は弧状連結アフィンであるという。また、弧状連結アフィンのクラスを  \mathcal{A}^{a} で表す。
命題2.7をもとに、次の弧状連結凸に関する Crouzeix の特徴付け定理が得られる。
定理2.9. [5]  S\subset X を弧状連結集合、  C\subset Y を凸錐とする。集合値写像  F:Sarrow 2^{Y} が任意の   x\in domF
に対して、  F(x)+C が閉凸かつ  F(x) が有界とする。  S の任意の異なる2点  x_{0},  x_{1} に対し、単射となる弧
 H_{xo,x} , が存在すると仮定する。このとき、以下は同値である :
 1^{\circ}F は弧  H_{x_{0},x_{1}}(x_{0}, x_{1}\in S) に対して弧状連結  l 型凸
 2^{o} 弧  H_{x_{0},x_{1}}(x_{0}, x_{1}\in S) に対する任意の弧状連結アフィン写像  G :  Sarrow 2^{Y} に対して、  F+G は弧状連
結l2型準凸
 3^{\circ} 弧  H_{x_{0},x_{1}}(x_{0}, x_{1}\in S) に対する任意の弧状連結アフイン写像  G :  Sarrow 2^{Y} に対して、  F+G は弧状連
結l3型準凸
 4^{\circ} 弧  H_{x_{0},x_{1}}(x_{0}, x_{1}\in S) に対する任意の弧状連結アフィン写像  G :  Sarrow 2^{Y} に対して、  F+G は弧状連
結14型準凸
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